Comparaison des champs de vecteurs et des puissances du laplacien sur une variété riemannienne à courbure non positive  by Lohoué, Noël
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 61, 164-201 (1985) 
Comparaison des Champs de Vecteurs et des 
Puissances du Laplacien sur une 
VariM Riemannienne d Courbure non Positive 
NOEL LOHOUJ? 
Dipartement de Math&natiques, UniversitP de Paris-Sud, 
Centre #Orsay, 91405 Orsay Cedex, France 
Communicated by L. Gross 
Received December 10, 1983 
0. INTRODUCTION 
Darts ce travail, on se propose de generaliser aux variettcs riemanniennes 
quelques inbgalitbs classiques the Calderon-Zygmund. Le livre [ 131 de Stein 
est une bonne introduction dans le sujet. 
On rappelle qu’une variete riemannienne de dimension n est de 
Cartan-Hadamard si elle est complete, simplement connexe, B courbure non 
positive. On veut prouver les resultats suivants. 
TH~OR~ME I. Soit M une variete’ de Cartan-Hadamard dont le tenseur 
de courbure et ses deux premieres d&i&es covariantes sont born&. On 
suppose qu’il existe C > 0, tel que, pour toute f: M+ C, C” a support 
compact, Ilfl12 < C llAfllz (le laplacien est minor+ sur L2(M)). 
Soient 1 < r < co et X un champ de vecteurs unitaire sur M: IlX,ll = 1, 
alors il existe une constante C(r) telle que: 
IIGW”zfll, G C(r) IlflL A, = -A, 
oli A est le laplacien sur M, IIf//, = I, If(x do(x), da est la mesure rieman- 
nienne sur M. 
L’etape la plus importante de cet article consiste a prouver I’inegalite: il 
existe deux constantes C, et C2 ne dependant que de p telles que pour toute 
fonction C”, sur M, i support compact, 
IlV-II, G C, Il(4)1’2fllp +C, ItflIp, l<p<oo. 
Voici la strategic de la demonstration. 
164 
0022-1236/85 83.00 
Copyright 0 1985 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved 
COMPARAISON DES OPhATEURS DIFFBRENTIEUX 165 
(A) On commence par trouver deux noyaux K, et K, tels que 
f =K,Af+kf 
avec 
(i) K, est a support dans l’ensemble {(x, u) EM X M tel que 
6(x, y) < /3} oi j? est un nombre positif. 
(ii> IIV&fll, G c2 Il.% 
(B) On Ccrit alors, 
et Af devient 
f, = K, Af = K&Q% g = (Ao>“*f, 
oii Yt est la 
Alors 
tm tco 
LJO I 0 
A-l’* 2 (m, y) g(y) epa’ dtdA do(y) 
solution fondamentale de l’equation de la chaleur sur M. 
x e-“‘g(y) du(m,) dt dk da(y) 
x ewa”g(y) da@,) dA da(y) 
+jj ~tm~‘mK,(m,m,)L1~2e~a~~(~,,~) 
M 6 0 
x g(v) d@,) Mm,) duty) dJ dt 
=g,+g*+g3* 
(2) Les fonctions g, et g, sont faciles a estimer, car 
IIYAII Cm, m,> et IIV,K,(w dl 
peuvent s’estimer assez bien. 
(3) La plus compliquee est l’expression Vg,; on va la localiser. On 
considtre alors un bon recouvrement de M par des boules gkodbiques de 
centre P, qui ne se recoupent pas trop souvent et on examine l’expression, 
pour chaque Pi : I,,,*, P,@/i3x,) g, oti ll,,,*, P, est la fonction caracteristique 
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centre Pi et de rayon /I/2; a/ax, provient d’une coordonnee 
Pi de telle sorte que: 
Tour revient done a prouver que 
et le probltme se trouve ainsi completement localise. On peut consulter 
[ 19, 20, et 211, pour l’etude des problemes voisins. 
Le second CnoncC est une generalisation du premier. 
TRBOR~ME II. Soit M une variette’ de Cartan-Hadamard dont le tenseur 
de courbure est borne’ ainsi que les 1 premieres derivees covariantes, ozi I est 
un entier. 
On suppose que le laplacE% est minore’ sur L’(M); soient X, ,..., X,, des 
champs unitaires sur M tels que, pour tout m EM, il existe une boule 
geodesique B, de rayon Jixe’ et de centre m sur laquelle Xi = C::: a&/ax,) 
(06 x1 )..., x, est un sysdme de coordonnees geodesiques au point m) avec, 
pour I a I < 21, I Taij/W I < C sur B, , C independant de m. Alors, pour tout 
1 < r < co, il existe C(r) tel que, pour toute f E C?(M): 
Les espaces ymetriques de type non compacts, non euclidiens satisfont les 
hypotheses des deux theoremes. 
Le dernier resultat que l’on prouvera est le suivant. 
THBOR&ME III. Soit M une variete’ de Cartan-Hadamard. Soient 
0 < a < n/2 et G,(x, y) = I+* Yl(x, y) t-l+= dt ozi Yt designe la solution 
fondamentale de l’equation de la chaleur associee d A. 
Si le tenseur de courbure de M et ses 21 premieres d&i&es covariantes 
sent born&, pour tout m E M, et tout 6 > 0, il existe C(6, m, r) tel que: 
II V,kG,(m, v)ll’ WY) < W, m, 9, 
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d& que n(n - 2a)-’ < r < a, [S(m, y) est la distance riemannienne de m d 
y et Vy” est la d&We covariante itSe k fois duns la direction de y]. 
Dans la seconde partie, on prouvera un enonce dont le but est d’ttudier le 
comportement des noyaux (-A)-“. Dans la troisieme, on prouvera le 
Theoreme I et dans la den&e, les Theoremes II et III. 
1 
L’objet de ce chapitre est de prouver l’enonce suivant. 
PROPOSITION 1. Soit M une vari&e’ de Cartan-Hadamard, de dimension 
n > 3. On suppose que son tenseur de courbure et ses dew premi&es d&ivc!es 
covariantes ont bornies. Soient I = I, + U, E C, A, > 0. 
(a) Sil<r<cO,r-‘-~,n-l=q-l>O,ilexistec(~)>Otelque: 
(b) S’il existe C > 0 telle que llAfllz > CA llfllz pour toute 
f E C~(M), alors l’in6galite’ ci-dessus ubsiste duns les cas suivants: 
(1) 1, > 0, A2 quelconque t r = q; 
(2) r = 1, 1 - n-l& < q-l < 1; 
(3) 1 <r<q;&=n; 
(4) 1 <r<q<l,n-‘; 
(5) nl;‘=p<q, O<r3, <n. 
Preuve de la proposition. D’apres [ 171, il existe une constante C(n) telle 
que, pour toute f E C?(M), 
Ilfllq, G c(n) WI2 = W&.Lf)~ avec q;’ =2-‘-n-‘. (*) 
Soit:f, = I,‘” e -rr-‘9tft-‘f2 dt, I> 0 entier. AlorsJ,, Af, sont dans L’(M) et 
d’aprts [7], il existe une suite { fi,k} E CF(it4) telle que, a la limite, l’inegalite 
(*) est encore vraie pour f,. Quitte a passer a la decomposition spectrale, on 
voit we C4frJX Ilfl12~ +co 
Puisque la suite { fi} tend vers 
I 
Yt ft- ‘I2 dt d’aprts [6], on voit tout de 
suite que 0 
Il(~o)-l’zfll,n < c(n) llf 112~ (**I 
(Ao)-“2(x, y) Ctant Cgale a CnG1,2(~, y), ou C, est une constante. 
On termine la preuve de (a) dans [ 1 l] avec (w); la demonstration ce (b) 
est analogue a celle donnee dans [ 111. 
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Dans la dernibre partie de ce travail, on aura besoin du rhultat suivant: 
PROPOSITION 2. Soient 0 < 01 < n/2 et 6, > 0; pour tout x E M, il existe 
C(x) < co tel que 
G> s 6(x,y) >6o I G,(x, ~11’ da(y) < C(x) d& we n(n - 2a)-’ < r < 00; 
00 Si II &I2 2 C II f IL s, I G,(x, ~11’ WY) < C(x>, 1 c r < 
n(n - 2a)-‘. 
Preuve de la proposition. (1) On remarquera d’abord que 
1 
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q"t(x, Y) q'l(x, Y) WY) = [92t(x, x)] 1'2 < c, t-“‘4 d’aprQ [ 61. 
L’inCgalittt de convexit& de Riesz prouve, puisque J”, Yt(x, y) du( y) < 1 que 
1 
llr 
1$(x, y)l’ do(y) < C,,-“‘2”, 1 < r < 2, l/r + l/r’ = 1. 
Par ailleurs si r = +co, 3:(x, y) < C, t-n’2 d’aprts [6]; il s’ensuit qu’aussi 
[J I 
I/r 
M Iq’,(x, v)l’ dQ) < C,,-n’2r’ si 2(r<oo. 
Alors, d’aprh Minkowski, 
too I/r 
t- ‘+“9t(x, y) dt r da(y) 
I I 
1/r 
< Iz(x, y)l’du(y) 
I 
t-lta df 
I 
tm 
< c, tp1-“f2r’t~ dt = C,(n/&-’ - a)-’ si n/2r’ > a, (*) 
1 
ce qui entraine r > n/n - 2a. Si 6(x, y) > 6,, d’aprh [6], 
I 
1 
ax9 Y> t- 
0 
‘+“dt<C.l’e -[s2(X,Y)-s:/2]/4te-~~/8t~-l+~--n/2 dt 
0 
< Cne-W2(X,Y)* 
Puisque la courbure de M est minorCe par -k, d’aprh [4], la densitC de 
volume sur l’espace tangent TM, and x satisfait: 
@(x, Y) < GPW(x, Y)] 6-k Y)}“-l; 
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par consequent, 
yt:[x, Exp,(Y)] t--l+= dt r 0(x, Exp,( Y)) dY 
< 00, (**I 
ou Exp, est l’application exponentielle n x. 
Ceci etablit (i) puisque la quantitt a estimer est la somme de (*) et (w). 
Pour prouver (ii), on va d’abord remarquer que 
e-‘Yf(x, y) df est dans L’(M), 1 < r < n/n - 2, 
comme fonction de y. On a deja vue que (t” IIYt(x, y)II, e-’ dt < 
J-7 r 
-I-n/We-t dr < co ; pour tout r > 1; il reste a examiner 
e-‘Yt(x, y) dt r 60(y) I 
< I [6(x, y)] -‘(‘-‘) da(y) < C S(X,Y)S, 
ou C est une constante qui ne depend que des bomes de la courbure et 
1 < r < n/n - 2. Soit 1 un entier pair tel que I> n/2, alors 
‘,=1/l- 1 <n/n-2. Puisque R,, comme fonction de x (resp. y), est dans 
L r$14), d’apres [ 16 1, 
est dans L’$bf) comme fonction de x (resp. x,), oti (r:)-’ = 2r; ’ - 1; en 
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it&rant jusqu’a l/2 on voit que R:(x, x,,) = R-,(x, x,) est une 
fonction de L*(M) en x (resp. x,), uniformement par rapport a x0 (resp. x). 
On tixe x, une boule B,(x) de rayon p et de centre x, et I’on considere la 
solution fondamentale 9:(x, y) de l’equation de la chaleur dans B,(x), pour 
le probltme de Dirichlet. Alors 
Sf(X, JJ) = 2 e-uffei(X) ef( -Y) 
i=O 
170 NOfiLLOHOUk 
ou les pi sent les valeurs propres du laplacien pour le probltme de Dirichlet 
comptees avec leur multiplicite et e, les fonctions propres normalisies 
correspondantes. 
Si t >, 1 et si p est assez grand, puisque le laplacien est minor&, 
pi > PO > 0; par consequent, 
Sp(x, y) < e-fio"zC ,$ (1 tPi)-' leitY>12 
i 1 
"' 
x 
( 
j$ (1 t iu,)-’ ie,tx)il) 1’2. 
SiRjJx,y)=lO+m 9:(x, y) e-‘dt, il est facile de verifier que 
lim RL(x, Y) = Rib, JJ), Vx,yEM p++CC 
et que la convergence a lieu, pour x fix& (resp. y fixt), en norme L’(M) par 
rapport a y, (resp. x). Comme 
I (R~(x, .~)l’Wy)= 5 (1 +Pi>-‘Iei(x>l’ B,(x) i=l 
< J IR:tx, 191~ d4.v) < C M 
d’aprbs le rbultat precedent 
Yt(x, y) = lim 9:(x, y) < Ce-‘O’. 
p++OO 
Si 1 < r < co, les estimations du debut montrent que ]]Yt(x, v)]], < t- y’le- y2’ 
ou yi , y2 > 0, par consequent ]( s:” Yt(x, ) t- lt n dtllr < C; pour terminer la 
preuve de (ii), il suffit, d’aprb les calculs du debut, d’examiner, pour 
6(x, Y) < 6, < a, 
ax, Y) t - 1+a dt < C[~(X, y)] -n+2a; 
ce qui est relativement facile. 
2. DEMONSTRATION DUTHI?ORBME I 
Pour prouver un tel enonce, on utilise couramment deux methodes: 
(i) L’une est exposee dam [14] mais suppose la connaissance du 
noyau; 
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(ii) L’autre utilise la fonction g (voir [ 131); mais sous les hypotheses 
aussi g&kales aucune des deux ne marche. 
Comme d’habitude, l’inigalite L* est facile a obtenir. En effet, d’aprlts la 
formule de Green, pour toute f de classe C?(M), 
Voici l’enond un peu plus general que l’on prouvera 
THBOGME I’. Soit M une variett! de Cartan-Hadamard dont le tenseur 
de courbure et les dew premieres derivees covariantes sont born&; soient 
1 < r < a~, X un champ unitaire, il existe C,(r), C,(r) tels que, pour toute 
f: M-+ G de classe C?(M): 
IlxfllA W> Il&Y2fllr + C&9 Wlfllr~ IlW’2fllr,~ 
avec r-‘=r;‘- 2n-‘, si rl f 22’n. 
Pour prouver cet enonce, on aura besoin de plusieurs ingredients, le 
premier est le suivant: 
THBOR~ME 3. Soit M une variete’ riemannienne, complete, de tenseur de 
courbure R; on suppose que pour 0 < k < 1, VkR est borne’ sur M. Soient 
0 E M et g, le tenseur metrique par rapport d un systeme de coordonnees 
geodesiques x, ,..., x, au point 0; alors il existe & > 0 tel que sur la boule 
geodesique B,JO) de centre 0 et de rayon & : 
(i) p-l II<ll* < C~=l,j=l g~j<i<j<~ll~l12, 04 p est une constante 
absolue. 
(ii) ]Tg,/ax”] <p, si Ial < 1. 
Ce rtsultat, prouve dans [5] I= 2, se generalise pour 1 quelconque. 
LEMME 4. Si M est de Cartan-Hadamard et si R est borne, il existe p, 
tel que, pour tout p < p,, , il existe une suite de points {Pi} tels que les boules 
B,(P,) de centre P, et de rayon p satisfont UE, Bs(P,) = M. De plus, B,(P,) 
ne rencontre au plus qu’un normbre fini de boules B,(Pj), j # i. Ce nombre 
est major6 par une constante absolue. 
Ce lemme est prouve dans [2]. Dans la suite, /I disigne un nombre: 
0 < 8/3 < Inf@,, PO). Soit llq,pl la fonction caracttristique de B,(P,); on a le 
corollaire suivant. 
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COROLLAIRE 5. Soit f E L’(M), alors, 
Entin, on aura besoin du resultat suivant dont la preuve se d&it d’un 
thtoreme de [3]. 
PROPOSITION 6. On suppose que SW M, R et V, sent born&. Soient 
0 E M et 9;” la solution fondatnentale de Pequation de la chaleur pour le 
premier probleme de Dirichlet de la boule B&O). Pour tout E > 0, il existe 
C(e) (ne dependant que des majorants de R, VR) tel que, pour tout couple 
(x, y) de points de B38(0), 
avec 
d,-qx, Y) = +qk Y) + St@, Y), O<t<E, 
Sup I S,(& v) < C(e). 
t:x,YEB35(0) 
Soient 0 E M, x1 ,..., x, une carte exponentielle en 0, g la matrice du 
tenseur metrique par rapport i ces coordonnees, I gl le determinant de g. On 
identifie les boules centrees en 0 aux boules cent&es a l’origine du plan 
tangent TM, par l’application exponentielle Exp, ; soit ei le i-eme vecteur de 
la base orthonormee associee. 
On utilisera I’tnoncC suivant: 
PROPOSITION 7. Soient B, la boule de centre 0 et de rayon 3/I et 
Q:(x, y) = si 9:(x, y) t-‘I* dt; sif E CT(B,), 
Q:./-(x) =s,, Q%G y)./-(y) d@) E GVA 
6 Q?(x) = Cn ki J,lr-y,,2a (dY)(x - Y)v ei> 
x (g(y)@ - Y>, (x - Y))-(“+l)‘*f(~) WY) 
+ J B, Qk Y).!-(Y) WY), 
oi Q: est un noyau dont la valeur absolue satisfait (I IQ’, 1 df)ll, < C Ilfll,. 
Preuve de la proposition. On d&nit les fonctions suivantes ur B,,(O): 
Z,(t, x; 5, y) = c, 1 g( y)l”‘(t - T)-“‘* 
xexp-{(g(y)(x-y),(x-y))[4(t--)l-’}, 
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oi C, est une constante, t > r 2 0, 
Jo@, x; r, y) = A,Z,(t, x; G Y); 
J/h xi 73 Y) =(i,.,,,, Jo@, x; s, t) Jk- ,(s, t; 5, Y) d< & 
F(t, x; s, Y) = 2 J&v xi s, Y); 
0 
qt, x; s, y) = z,(t, x; s, Y) + i:c,,,, zott, x; r,t) F(L t; s, Y) dt dr. 
II est prouvt dans [8, Theoreme 31 que 
s;tx, Y> = [W, x; 0, Y) - w, xv Y)l I g(y)1 -“*, 
oi W(t, x, y) est une fonction qui v&lie l’inegalite: ](aW/ax,)(t, x, y)] < C(E), 
si ]]x]], I( y/I Q 4/I, t Q E (on utilise l’uniforme ellipticite de A sur BBDfOj, 
d’apres le Theortme 3). 11 s’ensuit que, si x, y E B, 
-$ s;tx, Y> = $Z,@, xi 07 Y> Ig(YI-1’2 + et@9 Y) 
i I 
I 
E 
t - “* ) (A&(x, y)l dt < C(E) J/x - y JJ --x+ 2’3. o 
(*I 
En effet, un argument analogue a celui utilist dans [9, Proposition 161 
montre que 
(ou I* est un nombre positif) 
+ Z,(t, x; 7, <) 1 < C(E)(l - r)-2’3 [Ix - rll-n+ 1’3, 
i 
alors 
ce qui prouve l’assertion precedente, car (a/ax,) W est bornie dans le 
domaine consider& 
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Puisque, pour tout I> 0, A’Q: est dans L*(M), que A est elliptique, 
Qif E Cm. Si x, y sont dans B, : 
+a, a 
’ Ii 
z Z,(t, x; 0, y) t - “* dt 
E 
< qc,ltm t-“/2 exp - {(g(u)(x - ~9, (x- ~9) 
E 
x W-‘1 dt IIx - YII I g(y)l1’2 
< C(E) [Ix - yll -t3. (**I 
On voit, d’aprts (*), que @/axi) Q:f est la somme de deux termes; le 
premier est 
IJ +a a El 0 ax. Zo(t, K 0, YMY> I g-"2(yl dt WY) I 
= C(n) lim 
I 
( g(YMx - Y>, ei> 
a+0 
f(y) WY) 
lb-Yll>ci (g(Y)@ - Yh x - YY+1)‘2 
et le second est 
+a a - zZo(t,x;0,y)t-1’2dt+(t. o Qtk Y> t-“2 dt f(y) WY). 
I 
D’apres (*) et (w), le second terme ne depasse pas: C J”,, (Ix - y]l-“’ 2’3 
If(y)1 do(y), qui satisfait l’inegalite desiree d’apres [ 161. 
On aura besoin de la proposition suivante pour achever la preuve du 
theoreme. 
PROPOSITION 8. Soit wo: R + I? me fonction Cm qui vaut 1 si 
1x1 </14/16 et s’annule si 1x1 >p4/12. Si x, y E R”, on note ~(x, y)= 
IJI~((JX - ~11”) et sifE CF(lR”): 
Si 1 < r < co, il existe C(r) < 03 tel que 
II V-IL Q w II %f,,co,fllr* 
Preuve de la proposition. Soit K,(x, y) defini par 
K~(x, Y) = ll Ilz[((atX - Y> lBl(xXg(Y)(x - Yh ej> 
x (g( y)(x - y), x - y)) -@+ ‘I’*. 
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Cornme les x, y qui interviennent dans K, sont darts B38(0j, 
Kc&~ y) = ll Ilrll>a(X - y) %,(x) 
V(X9 Y)(&)(X - Yh ej> WC% Y> 
( g(y)(x _ y), (x _ y))‘“+ 1)/2 
+ w(x9 Y) %&40(llx- vll-““1 
d’apris le Thioreme 3. 
Le second terme ci-dessus est le noyau d’un operateur qui satisfait 
l’inegalitt de la proposition d’aprts [ 161. 
Mais il est facile de verifier, grace au Theoreme 3 que le premier terme 
vaut 
(dX)(X - Y)t ej> K% Y) = “lkll>& - Y) “‘&) ~4, Y) cg(x)(x _ y>, (x _ y))(fit 1)/z 
+ $3,(x) w Y) O(Ilx - yll-““I 
Le second terme de KA satisfait l’inbgaliti desiree et il sufftt d’examiner le 
premier dont l’effet surf est 
= K:f(x) + K:f(x), 
oi Ki satisfait l’inegalite souhaitee. 
Mais d’apres un calcul fait dans [ 151, si C,- 1 dtsigne la sphere unite dans 
R”, munie de la mesure invariante dp 
Puisque 
d’apres le choix de /I, l’inegaliti de Minkowski et le thboreme de [ 14, p. 491 
moment we IIK?ll, f WI II %,,co,fllr. 
Parametrix globales pour le laplacien. 
Soit q: IR -+ R une fonction CF qui vaut 1 si 1x1 <p/3 et s’annule ainsi 
que toutes ses derivies si Ix I > /3/2. On a la 
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PROPOSITION 9. Soit K le noyau dtjjnipar: 
K(m,,m,)=(n-2)~@(m,,m,)@~1(ml.m,)~~"+1(m,,m,) 
si 44, m2) <P/3, 
Wbm,)= (n-2)vo ~tm,,m,)~~(m,,m,)8'(m,,m,)] 
I[ 
- 249' 0 6(m,,m,) 6'-"(m,,m,)- y," 0 &m,,m,) 
I [ 
+~O(m,,m,)O-'tm,,m,)B 0 6(m,,m,) 
I 
62-n(m,,mJ 
si /3/3 < 6(m,, mJ Q p/2 (0 a Btk dkfini suivante de la Proposition 2). Alors, 
pour tout f E C=(M), 
f(m) = C(n) I, co 0&m9 mlM!tml) d4mJ 6”-*(m, m,) + 1 Ktm, m,)fh) Wm,) M 
= K,@(m) +&W 02 C(n) est une constante. 
Preuve de la proposition. On note B4,*(ml) la boule gCodCsique de centre 
m, et de rayon /3/a/2, S4,2(m,) la sphtre gkodksique de mZme centre et de 
meme rayon que B4,*(ml) et dpg,* la mesure riemannienne induite sur 
SD,2tml). 
Soit 0 < E < /3/2. D’aprks la formule de Green, on a 1’Cgalitk (*) 
9 0 &ml, 2) 
- 6”-*(ml, m,) ! Af(m2) Mm21 
oti alar,, dtsigne la d&iv&e normale en m2 sur les sphtres correspondantes. 
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On remarque que 
(4 Wv,,b 0 a( m,, m2)/6”-‘(m,, mz)] est nulle sur S,,,(m,), 
0-J) II S&m,) ((P ’ &ml 9 m2Y8”-2(ml 9 m2))(af(m*)/atlmJ dP.dm*l 
< & sup m2czB,,2(m2) II vf(m211 + O* 
Mais, si E est petit, 
Le thborime de differentiation de Lebesgue dit precisement que 
li2 &-*+I I s,(m 1 
)f(m2) 440%) =f(mA* 
11 s’ensuit que 
(c) lim c-0 SS,(ml) (a/a?m,)[cO ’ 6(ml 9 m*Y6n-2(ml 7 m2)l Am*) 6Xm2) 
= -(n - 2) f(m,)* 
Si l’on fait tendre E vers 0 dans l’igalite (*), on trouve le rbsultat souhaite 
en remarquant que K vaut d,,[cp 0 6(m,, m2) rS*-“(ml, m2)]. 
LEMME 10. Soient 0 duns 44, x 1 ,..., x, une carte exponentielle n 0 et 1, 
la fonction camctPristique de l’intervalle [O,p] duns iR. Alors, si m, est duns 
B,: 
(1) IW,, m2)l < Cl, 0 WI, m2>[J(m,, m2)lTn+19 
(2) I(~/~x,)~(m,,m2)l&C~g~~(ml,m2)[~(m,,m2)l-”+1, 
C ne dhpend que des majorants de R et VR. 
Dkmonstration du lemme. (i) K(m,, m,) # 0 si et seulement si 
6(m,, ma) < p/2; si l’on fixe m,, la boule B24(ml) est une bonne boule sur 
laquelle les derive-es partielles (a/ayi) Im, @(m,, m2) sont majorees par une 
constante ne dependant que des invariants precedents (@/a~~),..., (a/@,) est 
un sysdme de champs canoniques associes a une base orthonormie au point 
ml). 
Comme WW Qh 9 m2) est une combinaison lineaire des 
(a/@,) Im, @(m,, m,) avec des coefficients bombs, on en deduit que 
](a/&) @(m,, m,)l < C; puisque O(m,, m2) > 1, la courbure de M etant 
negative ou nulle, on en dbduit la premiere assertion. 
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(ii) Si 6(m,, m,) z 0, 
Puisque I( @x,/I < C sur B, , 
Pour estimer 
-(n- l)-&im [~-‘@%%)I* (1) 
I 
11 suffit done de connaitre le comportement de 
d’apris [lo] ; on va dhelopper 
4tJ~J-‘h >I 
= ,,g=, P2(%) aya;y [YW(% )I(%> 11 12 
+ W/2 [li$ &W%“.“)~~2~~ bla-+b >l(mA 
112 2 11 
=-am,) +AXm2) (3) 
aylyiy, [Y16-1(ml, Il(m2) = -mp3(~, 7 )I@%) 
- K42yl, + Y,Q ~-3h9 )l(m2> 
+ 3[Y,lY,2Y,~-5h )l(m2) 
oti 8;; dCsigne le symbole de Kronecker. 
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On pose 
gym,) = q + Y,,(m*) Yk*(m*) g&k*(t) 
k,,k2=l 
Oti gt;,$ = 8g/8y&, 8yk2, Exp;#) E [o, Exp;:(m,)]; Puisque mz E B&%): 
d’apris nos hypothkses. Alors 
= 3y,(m,) 6-3(m,9 m,) - Q,(m,) bv3(ml 9 m,) - w(m,) dm3(m, 9 m2> 
+ oh 9 m2) 
= -y,(m,)(n - 1) S-3(m,, m2) + oh m2) 
oli 0 est une fonction bornke dans le domaine en considtration, 
x ykltm2) Yk2tm2) d;,!&(t)} 
+ C 3y,,(m2)ylZ(m2)y,(m2) Wm, 9 m2) 
[If12 
kl.kz 
Par consiquent cette quantitt est bor&e et 
A:@,) = -y,(m,)(n - 1) 6-3(m,, m2) + Oh, m2). 
It reste g ktudier Af(m,); on remarque, pour tout l,, 
avec 
580161/2-5 
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Par consequent 
k,J,.l,= 1 
x kwlh %I - Y,,(W) wh) 8-3(m19 411 
= Oh, q). 
11 s’ensuit que 
44 +&h) = -(n - 1) Se3(m19 ,>y,(w) + O(m,, 4.
Si l’on combine (2) et (3), on trouve que (1) est uniformement borne dans le 
domaine que I’on btudie. Terminons la preuve du lemme. Si 0 < 
&ml 9 6) < 8/3, 
= (n - 2) ~~(m,,m,)B'(m,,m,)Sl"(m,.m,) 
I 
+ (n-2)~8(m,,m,)~(ml,m,)B-2(m,,m,) 6’-“(m,,m,) 
I 
+ (~-2)~8-L(m,,m,)y,(m,)S-"-'(m,,m,). 
D’apres ce qu’on vient de prouver le premier terme ne depasse pas 
CE”+‘(m,, mz) ll,[d( m,, m,)], il en est de m&me du second. Mais, d’apres 
le resultat du Theo&-me 3, 
par consequent le dernier terme est du m&me ordre de grandeur que les deux 
premiers. 11 reste a estimer @/@),l,, K(m,, m2) pour 6(m,, mz) a/3/3, ce qui 
ne pose pas de problime vu la definition de K. 
COROLLAIRE 11. Soient X un champ unitaire, 1 < I < co, alors XK est 
un op&ateur born6 sur L’(m); si r;’ -n-l = r-l avec rO > 1, pour tout 
r, Q rl Q r, il existe C(r,) tel que ljXKfllr Q C(r) II&. 
Preuve. D’aprb le Lemme 4, on peut trouver 8, des points {P,} tels que 
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les boules B6(PI) forment un bon recouvrement de M. D’apris le Lemme 10, 
puisque sur B,s(PJ, X= Ci=i ~,(a/&,), avec ]]a,]] < 2, 
4 $3,P, dbsigne la fonction caracttristique de la boule B,(P,). Par con&- 
quent, les estimations classiques (voir [ 161) sur le noyau 1, o S(m, , m,) 
61-“(m,, m2) montrent que 
Une sommation en i, montre que ]]XKf]], Q Inf{]]j$, I]fl],,} et le risultat 
desire s’en deduit par convexite. 
De ce resultat et de la Proposition 1, on dtduit le 
COROLLAIRE 12. ]]XKf]],.< C ]](d,)“‘f]],, si r-l = s-l - 2~‘. Si A4 
satisfait l’hypothdse du Tht!orGme I et r,, est comme au Corollaire 11, 
IlXKsllr Gc Il(4!fllr,~ r0 < r, < r, I>, 0. 
D&monstration du ThiorSme I’. 
A. (1) Soit f: M+ C de classe CF; d’apres la Proposition 9, 
f=f,+Kf,oii 
fi = “1, Pe2(m, m,) 
PO 6(m9 m1) (d0)1’2g(mI) do(m,), 
g = (A,)“‘J: 
Tout le travail consiste a estimer Xfl et XKf en fonction de f et g; mais 
l’estimation de XKf est prouvie au Corollaire 12, il reste celle de Xf,. 
Soit 0 < E un reel qu’on choisira convenablement; s’apres [ 181, 
fi(m) = CM4 + g2W - g30WT 
Od 
x v, 0 4m, ml) 
aflP2(rn, m,) du(m,) dt dr2 da(y), 
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(4.2) Estimation de Xw,. D’apres [ 17, Theorem 7, p. 10591, il 
existe une constante a’(n) telle que 
(m,, y) dt < C(c,.J) e-a’(n)S2(ntl,Y)(8e)-’ 
db que &ml, y) > p/2. 
Soient -k le minorant de la courbure sectionnelle de M, Yyk la 
solution fondamentale de l’equation de la chaleur sur l’espace hyperbolique a 
courbure -k, de dimension n, y > 0; d’aprbs [6], 
9$&n,, Y)] =/o’m e-fl~;k[&n,, u>l dt 
s I +me-Y’.U;(m,,y)dt=.9~m,,y). 0 
Le comportement de 3’; a et8 etudit dans [ 121: 
(i) si <+ 0, g;(r) > CrAyl, 
(ii) si r--i +co, .5@;(r) > &-‘I”. 
11 est alors clair que e- aOW(m~.y)@e)-l < C(y) gim,, y) et 
w&%v) ~06t-1’z~(ml,y)dt SW~@w9. (**I 
Avec cette inegalite, on va prouver que 
I ~4.p,X~z(m)I S %&4)(m) avec ll4,S C Ilgll,~ 
11 sunlit de considerer 114,p, ](a/@) 0~1 (m) qui ne depasse pas, d’aprts A(2) 
(*) et (**): 
Comme sY est le noyau d’un operatern borne, sur L’(M), 1 < r < co, on a le 
resultat souhaite avec w; = (sy o K&J g]). 
Le. terme le plus fastidieux a Ctudier est Xo, . 
B. Estimation de Xo,. Soit -Pf(m,, y) la solution fondamentale de 
l’iquation de la chaleur de la boule B&Pi) pour la condition nulle au bord 
~%U-‘,>~ 
D’apres la Proposition 6, pour tout couple (m,, y) de points de BgD(P,), 
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Soient, 
t-1/2tl:(m,9 Y) dt K,(m m,) dW,) g(y) WY). I 1 I 
Alors, 
$,+W xw(m) = %,&O [W&n) - ‘C4 X~,,(m)] a 
k=l 
On veut Cvidemment estimer ll,$b,,. 
(2) Estimation de X0,,*, XO,,~, Xw,,. Par construction, ~(m,, y), 
dm,v(m, y) f 0 seulement si &ml, y) Q 8. Comme prSxlemment, ks 
Thtorbmes 5 et 6 de 1171 montrent que 
IJ 
e 
d,,yl(m,, y)~‘f(m,, y)t-“*dt ( C(e,P)e-yS2’“1’Y)9 
0 
‘(v,,g~, Vm,~)(m,, y) t-l” dt Q C(E,D) e-yd’(m”y)~ 
06 y ‘est une constante qui dkpend de /I et E. 
Les arguments dhveloppks en A(4.2) prouvent alors que pour k = 2,3: 
06 q’ est une fonction, ne dkpendant pas de i, telle que 1) ~‘11~ g C )I g/l,; ce 
qui prouve l’estimation voulue pour XoVz, XU,~. 
Mais on voit aussi facilement que 
G C(O) %,pJm)jlM [lM ( v ml7 v) &(m, ml) dNm,) 1 I g(y)l du(y) 
= C(6 8) hPI(m) IJ 0 &(I glK4 
Puisque (( IJ 0 K2(( gl)ll, Q C I( gl(,, on a l’estimation voulue. 
186 NOEL LOHOUi 
(3) Estimation de Xw,,. Pour t # 0, y fixk dans B,B(Pi), 
(9: y/)(m, y) est une bonne fonction; d’aprks la Proposition 9: 
I M ~,,(~~~)(mlyy)~,(m,ml)du(ml) 
= %,&Mm I, [j: t-“2~h Y) w(w Y) dt 1 g(y) duty) 
- %,P,cm)x,jMjM (j; K(m, z) 9#, Y) v+, Y) t-l’* dt 
1 
x WI 0) d0). (***I 
(3.1) D’aprks [6], Ila Sj(z, y) t-l/* dtl Q C[~(Z, y)]‘-“. Alors, le 
Lemme 10 montre que le second terme du second membre de I’tgalitk ci- 
dessus ne dkpasse pas lB,p,Kz 0 K;(I g() oti K;(m, z) = y(m, z) 6l-“(m, z). 
Puisque cette fonction est le noyau d’un optrateur born& sur L’(M), pour 
tout 1 < r ( 03, on voit qu’il ne reste plus qu’8 Ctudier le premier terme du 
second membre de (* **), P savoir: 
(3.2) 
(l&z,)(m) = lB,,,(m)x,j j’t-1i2~l(m, Y) w(m, y)g(y) dtdc0). 
MO 
11 sufflt alors d’btudier, 
lb,P,Mm) = kpi(m) $ 
I 1, 
’ t-“2c~h, Y) w(m, Y) d&(y) My) . 
km 0 
D’aprBs la Proposition 7, cetter quantitk vaut: 
‘@) “D,pi(m) h,k(m) lim W)(m - Y), ek> 
a-0 Ilm-yl)>a (a(y)(m - y), m - y)‘“+“‘* 
x 14u>l”2 %d,pI(yMy) du 
+ ~p.pi(4~B30(pi) Qk Y> vl(m, y>g(y> duty) 
oti a est la matrice de la mktrique par rapport B a/ay, ,..., 8/8y,. 
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Alors, 
$3,P,(“w4tm) = $3&w [x~,lw - k54 qm)] ’ 
k=2 
On veut kidemment estimer l14,p,Xw,,. 
(2) Estimation de XO,,~, XO,,~, Xw,,. Par construction, v(m,, y), 
d,,v/(m, y) # 0 seulement si 6(m,, y) < /3. Comme prt%-lemment, les 
Theoremes 5 et 6 de [ 171 montrent que 
/J ‘dm,~(rnl, y),P:(m,, y) t-“‘dt < C(~,/3)e-ySZ’m1~y’, 0 
‘(v,,,,Yi, Vmlt+g)(m,, y) t-l’* dt Q C(c,p)e-yd”“l’Y’, 
ou y .est une constante qui depend de /3 et E. 
Les arguments developpes en A(4.2) prouvent alors que pour k = 2,3: 
ou 7’ est une fonction, ne dependant pas de i, telle que I] n’]I, < C I] g/lr; ce 
qui prouve l’estimation voulue pour XW~~, XW,~. 
Mais on voit aussi facilement que 
G C(O) %,p,(m)/M [J  t v/ml 9 y) K2tm md d4ml) 1 I gWl MY) 
= C(O) %,&) 9 0 K2(l glMO- 
Puisque 1) $ 0 X2() g])]], < C 1) g]],, on a l’estimation voulue. 
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(3) Estimation de Xw,,. Pour t # 0, y fixC dans B,B(PI), 
(9: y)(m, y) est une bonne fonction; d’aprts la Proposition 9: 
I 41t~h)tml, Y)Klh ml) d4mA M 
et 
t-1’29ftm9 Y) wh Y) dt 1 g(v) WY) 
x d4z) g(y) WY). (***I 
(3.1) D’aprks [6], II: Yf(z, y) t-‘12 dtl < C[~(Z, y)]‘-“. Alors, le 
Lemme 10 montre que le second terme du second membre de 1’CgalitC ci- 
dessus ne depasse pas 114,*, K, o K;(I 81) oli K;(m, z) = y(m, z) a’-“(m, z). 
Puisque cette fonction est le noyau d’un optrateur born6 sur L’(M), pour 
tout 1 < r < co, on voit qu’il ne reste plus qu’g ttudier le premier terme du 
second membre de (***), B savoir: 
(3.2) 
(lD,,,h,)(m) = ns,p,(m)x~j~j~t-1i2~:tm, Y> wtm, y)gtY)dtdutY)- 
11 suffit alors d’ktudier, 
Et-1/2~ftm, Y> vh Y> WY) duty) .
D’aprks la Proposition 7, cetter quantiti: vaut: 
x 14y11’2 ‘h4,pi(vkty)dy 
+ ll B.PJm)lB3B(pi) Q:<m, Y) wtm, Y)g(y) duty) 
OIJI a est la matrice de la mktrique par rapport h a/ay, ,..., alay,, . 
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D’aprks ce qui a 6tC dit i la Proposition 7, la fonction II:,~ dkfinie par 
h,‘.dm> = jBloip,) Q:<m, Y) wtmv Y> g(y) 4~) 
satisfait 1’intgalitC: V 1 < r < 00, 
Si l’on prouve que la norme dans L’(M) de la fonction: 
h;,,(m) = Ib,pi(m) lim I 
(aty)tm - Y), m -Y> wtm, Y) 
a-0 ~~~~~~~~~ (a(u)(m - Y), m - y>(“+ l)‘* 
x %&P(Y) &r(Y) 14Yr2 WY) 
satisfait l’inbgalitk 
on pourra conclure g&e h (3.2.1) que 
II ‘b,Pihillr G c II ‘3L3.Pigllr; 
ce qui prouvera, g&e g (3.1) que 
Pour prouver (3.2.2), on considtre une fonction y”: R + R de classe C”O, 
qui vaut 1 pour Ix) < p4/16 et s’annule pour Ix I > /3’/12, et l’on pose: 
y’(m, Y) = y”(llm - YII”). 
Soient m, y dans B,,(Pi); puisque la courbure sectionnelle de M est non 
positive, Exppi: TM,,+ M augmente les distances et si l’on pose: 
w(m Y> = 1 + ~663 d4(m9 Y) avec 0 < i$Y <64(m, y), 
wtm Y) = r’tm, Y) wtm, Y) 
= y’tm, Y> + w&3 d4tm9 Y) y’tm, Y) 
d’aprks la dkfinition de w et le fait que sur BjB(Pr), 6(m, y) < C II m - yI(. 
Alors 
580/61/2-6 
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On note 14,pi 4 w le second terme de 1’CgalitC ci-dessus et l’on constate que 
Alors il est facile de vkrifier que pour tout 1 < r < 00, 
Si l’on note 1 b,piw, le premier terme de i’kgalitk, d’aprks la Proposition 8, 
II %,Pi41r~ w II %4,Pigll’* 
C. RPcupitulution des estimkes. D’aprb A(1) et le Corollaire 5, 
llxfill: -f II $3,P,(w*)ll: G 2 i: II %,Piakll:’ 
i=l i=l k=l 
D’aprks A(2), A(3), et le Corollaire 5, 
D’aprks A(4. l), 
et A(4.2) donne, 
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et d’apres B(2), B(3), et le Corollaire 5: 
Dimonstration du ThborSme I. On remarque d’abord que si C llfllz Q 
Ildfl12, il resulte des considerations deja envisagtes i la Proposition 1 que 
Ml, G w IlG%Pfllr~ P our tout 1 < I < co. Par consequent, le Theoreme I’
montre que IlXfll, < C Il(A0)1’2fllr. Soit 
oti fi E C;(M); alors f est Cm car A’f = JO+ O” 9t(A’f,)(m)/t1’2 dt, et d’apres 
les intgalites de la Proposition 1, A ff est dans L’(M) pour tout r > 1. 
D’autre part (A,)“‘f = CJi et il s’ensuit quef = C;‘(A,,-1’2f, oti C, est 
une constante absolue, par consequent, 
IIWII, = C,’ IW-“zfll, < C,‘C llfillr, 
d’apres le Theoreme I’ et le Corollaire 12. Ceci n’est autre que l’assertion du 
Theoreme I. 
Remarque SW les VaritWs de Dimension Deux. Le cas des varietb de 
dimension deux, simplement connexes, completes, a courbure negative ou 
nulle, telles we Ilfl12 Q C 114112, se traite de la m&me facon que celui des 
varietes de dimension superieure ou &gale a 3 qu’on a examine. Le seule 
modification a faire est la construction de la parametrix de la Proposition 9. 
En effet, on peut representer une fonction f: M+ Cc, C”, par l’egalite, 
VmEM, 
f(m) = Ci, a, 0 a@, ml) log@(m, l)Mf(ml) WmJ 
Oi 
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si 6(m, m,) <P/3, 
[ 
l 
K(m,m,)=C, fp” 0 6(m, m,) + $ (m, m,) cp’ 0 6(m, m,) W’(m, m,) 
I 
X log &m, m,) 
+c, 
[ 
c’O6(m,m,)+~(m,m,)B’(m,m,)e o&mTml) 1 
X F’(m, m,) 
pour /3/3 < 6(m, m,) < /I. Tomes les demonstrations precedentes se 
generalisent saris aucun changement important. 
Sur une variete riemannienne de Cartan-Hadamard, il y a certains champs 
de vecteurs naturels. On va les utiliser pour difinir la notion de transform&es 
de Riesz, pour cela on aura besoin des definitions suivantes. 
DEFINITIONS. Soient M une variete de Cartan-Hadamard, 0 un point 
fixt: de M et E, ,..., E, une base orthonormee du plan tangent au point 0. 
Pour tout i, on obtient un champ de vecteurs EF sur A4 de la fa9on suivante: 
soit m un point de M, ET(m) est le vecteur de l’espace tangent TM,,, obtenu 
en transportant Ei parallelement le long de l’unique gtodlsique minimisante 
qui joint 0 a m. Comme le transport parallble est une isometric llE.?II, = 1, 
pour tout i et tout m. 
Pour tout i, on appelle transform&e de Riesz d’origine 0 et d’indice i, 
l’operateur de noyau 
E,+(LI~)-“*(x, y) = R&G y). 
On a evidemment le corollaire suivant du Theoreme I’. 
COROLLAIRE 13. Pour tout i, pour tout 1 < r < co, il existe des 
constantes C, et C, telles que 
IIRifllr G C,(r) Ilfll, + CArI WllGW”TfIlr~ IlfllsL r-1 = s-’ - 2n-’ 
En particulier si le laplacien est minor& 
IIRifllr G C,W IlflL- 
On a aussi l’tnonce suivant. 
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COROLLAIRE 14. Soient M une vari& de Cartan-Hadamard et 
1 < r < 00. II existe des constantes C,(r) et C,(r) telles que 
IlVll,< C,(r) Il&>“2fll~ + C,(r) Wllfll,~ Il&YYllsl~ r-’ = se1 - 2n-‘. 
Si 4, est minor4 IlVll,< Il&)“*fII,; Il&)“‘fll,~ C(r) IIWI,. 
Preuve du corollaire. I] V’]]: = Cr= i IEJ(m)lZ comme on utilise 
l’inegalite ci-dessus pour prouver la premiere assertion du corollaire. Un 
argument semblable a celui developpe dans [ 131 montre que, si 
r-l + y/-l= 1: 
Ilfllr= ,,,slupI / j- f(xMx)d4x) j G (i IlRdIIr) ( 2 lK&) I’ M i=l i=l 
= c ,gl IIRifllr II gllr’ 
puisque Ri est borne sur L”(M). 11 s’ensuit que 
II(A~>‘?fllr G C(r) 2 IIEifIIr 
i=l 
Ce qu’il fallait prouver. 
Remarque. (1) Si X t es un champ de vecteur unitaire, X(A,)-1’2 est 
detini comme precedemment, l’on aimerait savoir s’il est borne sur L’(M) en 
m&me temps que (Ao)-“2X. Soit L,(du) la derivee de Lie de la mesure 
riemannienne da par rapport au champ X. Alors L,(du) = v, da. Si a, est une 
fonction de classe L”(M), on peut conclure que Il(Ao)-“*Xfllr < C(r) Ijflj,, 
Vr, 1 < r < co, d&s que le laplacien est minor& 
En effet l’adjoint de X(A,)-“* est: (A,)-l/*X* 06 X* est l’adjoint formel 
de X qui vaut X* = -X- ~1 et @J-‘/*X* = -(Ao)-1’2X - (A,)-“*~ oti (p 
est l’opbateur de multiplication par la fonction o. Si q satisfait la condition 
ci-dessus 
Ilcpfll, <lIdIn Ilfll, oc s-l = n-’ + r-l. 
D’apres l’inigaliti: de Sobolef, on voit (Proposition 4) que 
(2) Dans [2] on considere des espaces de Sobolef H#kf) et H;(M) 
deIini comme suit: 
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(a) Soit Ei l’espace vectoriel complexe des fonctions f de classe 
P’(M) telles que ljV’f[l soit dans L’(M) pour tout 0 ( 1 < k; k et I sont des 
entiers et r > 1. L’espace H;(M) est le complete de E;(M) pour la norme 
Ilf II H;(M) =go IlVlfllr* 
(b) E;‘(M) est l’espace vectoriel complexe des fonctions o de classe 
C?‘(M) telles que (A,& soit dans L’(M) pour tout 0 < I< k/2. H;‘(M) est 
alors le complete de E;‘(M) pour la norme 
k/2 (k- I)/2 
II P llq4, = 
On a alors la remarque suivante. On suppose que A4 satisfait les hypotheses 
du Thioreme I, alors, 
IV II H;(M) = llfllr + Il&P2fllr 
et 
k/2 (k- I)/2 
On va gentraliser ce genre d’inegalites dans le paragraphe qui suit. On se 
contentera pour le moment de comparer des champs de vecteurs sur M aux 
puissances du laplacien sur les fonctions; ce qui conduira aux preuves des 
derniers theoremes enoncb dans 1’Introduction. 
3. PREUVE DES THI~ORI~MES II ET III 
On prouvera d’abord le resultat suivant: 
PROPOSITION 15. Soit M une vari& de Cartan-Hadamard. On suppose 
que le tenseur de courbure est born6 ainsi que ses dhivtfes covariantes 
jusqu’it Pordre 21 06 I est un entier strictement positlx Soit 1 < r < co ; il 
existe une constante C(r, 1) ne dipendant que de r, 1 et des invariants ci- 
dessus telle que 
[C(r, O-’ il: IlVkfll, < llNfll, + Ilfll, G W9 0 go IIOII, 
k=O 
pour toute fonction f: M + C, 21 fois dhivables sur M. 
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Preuve de la proposition. On considere un recouvrement de M par des 
boules Bb(P,) qui verifte les hypotheses du Lemme 4 et l’on va examiner 
]]Vkf]], pour 0 < k < 21. Soit X, ,..., X, un systeme de coordonnbes exponen- 
tielles au point Pi, valable sur Bn(Pr), 
oil a = (I,..., k); Adf I’) est une combinaison lineaire des derivees d’ordre 
inferieur a k de f et de polynomes des symboles de Christoffell et de leurs 
derivees d’ordre inferieur i k - 1, par rapport au systeme de coordonnees 
choisi. 
Comme on s’est place sur la boule B,,(2/3) 
Alors, 
pour tout m E B6(PJ, ce qui entraine que 
Soit rp, : M+ C une fonction de classe C?(M) qui vaut 1 sur B,(P,) et 
s’annule en dehors de B2B(PJ 
Pour tout k < 1, A”, vue a travers la carte exponentielle au point P, que 
l’on a choisie, est uniformement elliptique, comme il est facile de verifier 
sous les hypotheses ur B,JPt), avec des constantes qui ne dependent que 
des invariants geometriques. 
Le thioreme d’Agmon [l] permet alors de conclure que 
Par consequent, 
kF2, II $&?fIlr Q WW’WX + Il12,3,~,fllr). 
Mais 
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C,,, etant des fonctions born&es ur B&P,) par des constantes absolues. On 
aura alors l’inegaliti 
On va recommencer l’estimation prlcedente pour le second terme du membre 
de droite ci-dessus. Soit v)~ : M + C une fonction de classe C?(M) qui vaut 1 
sur B&J et s’annule en dehors de B,pc,+l-l,(P,); en utilisant o2 comme p1 
precedemment, on trouve que 
En it&ant ce pro&de on trouvera i la tin l’inigalite: 
oi oIV1 est une fonction de classe C:(M) qui s’annule en dehors de B&P,). 
Alors, de l’egaliti 
A@&,f) = d(fp-,f) = d(cp,-1)f + W%,3 V!) + CPI-1 df, 
on dbduit I’inegalite 
et (2) montre que 
Ce qui prouve que 
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et d’apres le Lemme 4, ceci ne depasse pas 
(3) 
Mais le Corollaire 11 et la Proposition 9 montrent que 
par consequent, 
k=O k=O 
It reste a prouver l’intgalite 
11 convient de remarquer que 
11 lLP&f= %,P, c wqg$ cm> lal<Zk 
avec Sup,,, (2k ( C,(m)1 < C, ceci pour tout 0 < k < 21 d’aprts les hypotheses 
sur la courbure et le chcix des boules. Alors, 
Les calculs precedents montrent que 
et l’inegalite (4) devient, 
(4) 
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Le resultat du Lemme 4 prouve alors que 
< C(r) c c lI%,P,vll: 
k=O i=l 
21 
<C(r) c Ilwll:~ 
k=O 
ce qu’il fallait prouver. On deduit immediatement de la proposition 
suivant. 
COROLLAIRE 16. Soit M une vari& de Cartan-Hadamard telle qu’il 
le resultat 
existe we constante 0 < C vt%$ant I( Af [I2 > C I( f II*. Si M satisfait les 
hypoth&es de la proposition, alors, pour tout 1 < r < co, l/A’f llr = 
c:‘=o Ilwllr* 
11 s&it de remarquer que sous les hypotheses du corollaire, pour tout 
1 < r < co, tout couple d’entiers positifs i, j, il existe une constante 
C(i, j, r) > 0 telle que 
IIA”t?IIr < WA r> II&X.. 
Ceci decoule de la proposition. 
COROLLAIRE 17. Soient M une vari&e’ de Cartan-Hadamard et 
0 < a < n/2. On considzre le noyau G,(x, y) = lt a, 3(x, y) t-l+a dt. Pour 
tout x E M et tout 6 > 0, si M satisfait les hypothdses du Thiort!me III: 
II V,kG,@, VII’ do(y) G C 
dt% que 00 > r > n(n - 2a)-‘. 
Preuve du corollaire. (i) a est non entier. Soit BsO(x) la boule 
geodesique de centre x et de rayon 6,) alors, pour tout y @ B,Jx), 
Ai G,(x, y) = C(j, a)Is q(x, y) t-i+a-l dt (*I 
oti C(j, a) est une constante qui ne depend que de l’entier j et de a; on va 
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prouver cela par rhrrence. C’est clair pour j = 0; on le suppose vrai pour 
j > 0 et on va le prouver pour j + 1. 
d~'G,(x, y) = C(j, CI)/~'~ d,q(x, y) teitaml dt 
= C(j, a)Jo+m $q(x, y) t-j+,-l dt 
= C(j, a) 
I 
[Yt(x, y) t-i+a-l]o+m 
+ (j + 1 - CZ)~~+~ q(x, y) t-(i+l)+a-l &I . 
Puisque, pour tout t, d’aprb [6], q(x, y) Q C(n) e- (I6(x.Yw20f--n/2 le terme 
tout int6grk de I’expression ci-dessus est nul dls que y @ B,Jx). Ce qui 
prouve I’assertion formulke pour j + 1: 
d$+‘G,(x, y) = C(j, a)(j + 1 - a)IO’, $(x, y) t-(j+l)+a-l dt. 
D’aprb la preuve de la Proposition 2: 
D’autre part, si 6(x, y) > 6,, 
5 
1 
3(x, y) t-k-l+a dt < C~Y-~*(~~~‘. 
0 
Le m&me raisonnement qu’g la Proposition 2 permet alors de conclure que si 
6(x, y) > 6, > 0 et si 
alors, 
G;(x, y)=(+mYt(x, y)t-‘+a-ldt, 
0 
I I @x(x, YI’ do(y) < C pourtouti)Oetr>n(n-2a)-1. 
S(X*Y)>S0 
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(ii) a est entier ou nul. La formule (*) est valable jusqu’a j = a - 1 et 
la preuve ci-dessus montre que 
I IAj,G,(x, ~11’ WY) < C si O<j<a-1. 
&X,Y)>&l 
Si j > a, diG,(x, v) = 0 pour tout y 4 B,,,(x), ce qui prouve que J6(x,Y)>60 
I(A),2’G,(x, y)(’ da(y) est finie. 
(iii) Soit vi : M-+ R une fonction de classe C?(M) qui vaut 1 sur 
BS,&) et s’annule des que 6(x, y) > 6,. On pose q = 1 - p, et I’on suppose 
que 6, est tel qu’il existe un systeme de coordonnees geodesiques au point x 
avec des coordonnees xi,..., x, par rapport auquel le tenseur metrique et 
toutes ses derivees partielles jusqu’a l’ordre 21 sont bornees. Ceci ne restreint 
nullement la genbralite du corollaire 
A:bG& ~11 = 9 A: G,(x, v> + A@, G,)(x, u) 
ou A(yl, G,)(x, y) est une expression qui ne fait intervenir les fonctions p, G, 
et leurs derivtes que sur B,&x)\B,Jx). 
Par consequent, les deux remarques precedentes montrent que 
Le corollaire n’est alors qu’une simple consequente de la Proposition 15. 
Le preuve du Theoreme II que l’on va faire ci-dessous est relativement 
simple; elle n’utilisera que les idles deja developpees dans les pages 
precedentes. 
D. Preuve du Thkor&me II. On va d’abord remarquer que sous les 
hypotheses du Theoreme II, pour toute fonction f: M+ C de classe C,“(M) 
et tout I > 0, entier, (A)-’ f existe et c’est ue fonction C”; ceci resulte 
simplement de la formule donnant (A)-tf en terme dy noyau de la chaleur, 
puisque A est minor& 
On se contentera de faire la demonstration pour 1 = 1, le cas I> 1 &ant 
absolument analogue, mais nbcessite l’introduction de nouvelles notations. 
Soit Pi comme dans les preuves precidentes. Sur la bottle B,b(Pi) 
X, = ,JJ u,,~@/~x,) od a/ax, provient d’un systeme de coordonnees 
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gkodisiques au point Pi. De plus, puisque llXkl[ = 1, (Ujk I < C sur BzB(Pi), C 
&ant une constante absolue et ceci pour k = 1, 2. Soit q: M -+ C une fonction 
de classe C?(M) qui vaut 1 sur B,(P,), nulle en dehors de B,&Pi). Alors, 
d’aprb les inigalitks d’Agmon [I], j, j,, j, = I,..., n. Ce qui entraine alors 
w 
Mais ll&f>lL G Ctll 4P,,24 N-II, + II ~P,,2rpflL + II fP,,d-IL}. 11 s’ensuit que 
l~~p~~~gll:+ II hm a$--,, II: 
< ‘{II ‘P{,*Ddfll: + l11P~,2~vfll~ + II ‘Pi**bflIF’ (*I 
Sur 4#5) 
Par conskquent, d’aprts les hypothises du ThCorkme II, 
< cull P,,2/l4K + II ~P,,*B?fll: + II 1JP,,2LLm’ 
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Si I’on somme en i, d’aprks (*), on trouve 
= wlfll: + llv-11: +Ml:>* (**) 
Mais il a ttt: vu au Corollaire 14 que /lVfjl, Q C ~~(A,,)“2f~~,; par ailleurs 
puisque Ijflj, < C llAy’f/j, < C IlAfjl,, l’inkgalitk (*k*) devient la suivante: 
Ilxl&fllr ,< c IlNIlr. 
Si l’on prend f sous la forme f = (A,) - ‘g, oti g est de classe C:(M), on voit 
bien que 
lLw*(~)-‘gll, G c II gllr. 
Par densitk de C?(M) dans L’(M) on a bien le rksultat souhaitk. 
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